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h(  p&�3�= �D��&)�& �!�"�� πω 100=s
 
8��.  

](  p&�3�= �D��&)�& �!�"�� πω 1000=s
 
8��.  

"(  p&�3�= �D��&)�& �!�"�� πω 1999=s
 
8��.  

�bmw  :��! �3 .��" .� B
8 %8��& ��K�D !�R 5C 
&� 
���-� �A& !" �! . 70�� �� .��" @��c� 

%	 ��&�t �� !�"  
��R. .�!�� !�)& .� (� %	 B
>�;	 ���P .��" @��  
8��.  

 .�!�� !�)& (� B
8 B
>�;	 7	#0 5��)& p&�3�= q���� @�
��w %	 ���>  
8��. )(tυ  7	#0 7�OP)	

8 B
>�;	%	 B
  
8�� .%	 }�=   E�,3)(tυ 
8�� ��( /!)W�.  

  πω 1200 =        )cos()( 0 ϕωυ += tt  
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   �� �� �	
�	������ ����� � ����� �nm

7�"�
�	 ���
� E;R %�& %\���= ��>   
&�)� /�&��)&�w 
���& B
>�;	 �! ���>. %	    �! B
'�
* @�� 5�)�

 ����= .� /!)W� E;R 5"�3 +
	 ��@���* jD!  B
'��   7'=�D �'A& !" +C.      �! �'���= @'�� g'4P p&�'3�=

%	   5�)�mw 7=�D �A& !" ���>.  

�&)�& ��0  (� �!�"��)(tυ %	 �!  .�;R ���R .� .�3 �� 5�)� "�3 �(���
	 5( .  �'D� @�����',�)(ts 

E�!�" 
8�� 5( .�;R ���R �-&���  

  )()( s

k

kTtts −= ∑
∞

−∞=

δ  

 5C!" �3
sT

1 .�;R p&�3�= 7�� ���> q�  �� ���R ��>.  

�&)�& +�,-��  h�e�<�  5),3� B
8 �!�"��)()()( tsttr υ= %	  
8��.  

7��)�4	  

[�� ( ��!)= ��
K�)(tυ. 

h ( ��!)= ��
K�)(ts.  �t�
sT 
�,3 9:;	 5C !" �!. 

] ( xK$���A& �&)�& �!�"��3�	 H� !�
�	 E��
sT  �'&)�& 76 �!   7'��=)	 �!�"�'�   (� �'�	C)(tυ   @�'�O�


�,3 .�&)�& (� 
O� �3 
�,3 �6)�  5�)�� 
��� �!�"��)(tυ  �'&)�& ��! (� �!   5C ��'>    �'���= .'� V'�)�

@���* !jD "�3 �(��(��.  [�$)(tr  �3 %	�-,> �!
sT      
'8�� k)'= !" B
'8 @�'�O� !�
�	 (� ���3 %�3


�,3 E�!. 

" ( �D�πωω 200 +=s
 
8��7��R B
8 B
>�;	 �(��	 p&�3�= H.  

'> ( 7��P)"(  ���� �!πωω 20 −=s
 
�,3 !��\�. 
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  �� �� ���	�
��� ���� � ����� �� ���

�����  

����  ! 
��� ���� � �����  ! �� �� ���"� #!�$%� &�� '(�)��� '�"* �� 
�!�+, #���-� �  './ 0. 

 '2�) ��)34� '��)��� 5��'�  ��67� 4� 0 ��� �, !�2 ��  �  '+�        8+���� 4� '+./ 9+,�� : �+�� ;��+�

 '��<)=����� #>�� 8���� ;�? � @2�) 
��� �� � '��<) : ��� �) =����A�)!��   
�+�)��� 'B!���


� �3 @��� �  0!� � �� �� C��D.        =��+��� =(�+<) 8+���� 9+�E �+� ;��+� =<) �  �F%�67� =/�� ���

@2�) .     G+�� 
���+/ =+� A@+�� �� �� ���"� �� =�H @%�E �H AIJDK ���"� =��$� �� ��� 5��  !

 ���LE �� �  #��M%! ��67���� 
��� #>�� 8���� 9� LTI)G��M� =(�<) 8����( 
6H �(� � .  

��� 
�� �����  

 
��� P� 0���LTI  ���Q C��D ��)(thA  C��D �, 
���!)(ty ��A
�   0!� � �+� '��+<)   G��+M�
steA  56?'� �2.  

)R ST(  stsstts
esHdheedhety )()()()( )( === ∫∫

+∞

∞−

−
+∞

∞−

− ττττ ττ  

;3  ! �,  

)R SU(  τττ
dhesH

s )()( ∫
+∞

∞−

−=  

 �B�ωjs = A!�� V�� '����� �%!�$� ���7�)� )RSU (   �+� �� ���+"� ;�<�)(th  !�+� .� �+�   @+%�E  !

 �, '��<W''s  ���7�)� @�� G��M� !�W)RSU ( IJDK ���"� � )(th  '+�  �+6��)A     ���+"� �+6)�� �+,

��67� ���� � �����  ! '<F� X	) �� �� �� 
��� � �� 0LTI ! �!.  

 #��M%! ��67� IJDK ���"� '�, @%�E  !)(tx  Y��$� 56?'�  !�2.  

)R S�(  ∫
+∞

∞−

−

≡
∆ dtetxsX

st)()(  

 �,ωσ js += '�, @%�E ! @�� G��M� !�W P�.  ���7�)�)RS�(    #���+-� �+, �)�7)�<� '+�    !�+2

 4� '$���''s @��.   ����D� '��B''l  �   !  �Z� IJDK ���"� ! ��'�  �)��  X��<) 56? �'�  �6�!.  

  )()( sXtx →← l  

 �, '��76�ωjs = � �%!�$� �2�)RS� (�.��  �� ��4  ���"�'�  !�2.  

)R S�(  dtetxjX tj∫
+∞

∞−

−= ωω )()(  

5��  �� �� ���"� ;�<�)(tx @�� : ��� �H)(ωX   !�! ;�+-) J"+* �+2 # .    IJ+DK ���+"� 5�����+6�

)(tx  �, '�*�ωjs = 2�� �� �� ���"� 0���� �)(tx !�� ����/.  

)R S[(  { } )()()( ω
ω

Xtx
js

sX =ℑ=
=

  

    �+%!�$� �+B� �+, ! �! !�L� �� �� ���"� � IJDK ���"� ;�� 0�7�! 9%�L \�"� �)RS� (  : �+�� � 

 �%!�$�)RSR(  A
���6�'�  !�, ��D �  \�"� � 5�� ;���.  

)R SR(  dtetxjX j∫
+∞

∞−

+−=+ )()()( ωσωσ  
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��  

)R S^(  dteetxjX tjt∫
+∞

∞−

−−=+ ωσωσ ])([)(   

'� 5�����6� ;��� )(sX  �� �� ���"� � tetx σ−)(  @�)�!.  @+�� �� #�)4 � _���) ���E @		E 5�� . 4�

@�� �� �� ���"� �� =��<W @%�E IJDK ���"� �`6�� ��<L .  �  =(�F%�67+� ;��� =� �H a�Fb� 5���

��) �! IJDK ���"� ��� �) ��) �� �� ���"� �H @�� . ��F� c ! 0���6, �L����4 ��d� ���.  

 ��d�)RST:(  ��67�)()( tuetx
at−= ���7� �e)  ! �  .     '+�*� ��67+� 5+�� �+� �� ���"�0>a 

@�� �"���� ���* 'B!��� @��.  

)R Sf(  0>a      
aj

dteeX
tjat

+
== ∫

+∞
−−

ω
ω ω 1

)(
0

  

 �%!�$� 4� �)RS� (
� �!.  

)R S�(  dttueesX stat∫
+∞

∞−

−−= )()(  

)R STg(  dte
tas∫

+∞
+−=

0

)(  

 ;!�!  ��* ��ωσ js += 
� �!.  

)R STT(  dteejX
tjta∫

+∞
−+−=+

0

)()( ωσωσ  

 �%!�$� ����	� ��)RSf(  �%!�$� ��)RSTT (  '+� '+D     �+%!�$� �+, 
��+�)RS� (   �+� �� ���+"�)()(
tue

ta+− σ 

'�  �2�� .
� �! 5�����6�.  

)R STU(  0)( >+ aσ         
ωσ

ωσ
ja

jX
++

=+
)(

1
)(  

�!�$�  �.� ��  

)R ST�(  { } ase −>ℜ          
as

sX
+

=
1

)(  

;��6W �� 0��� ��d� 0=a A )(tx �E�� ��D 8���    ;3 IJ+DK ���+"� �+, !�� ����/
s

sX
1

)( =  @+��A 

�� ��"%� �2\{ } 0>ℜ se.  

 ��!�	� 4� 'h$� 0��� @�� 5Z<� IJDK ���"� �, !�, �L�� ����σ   �+7�! '/�� 0��� � �2�� ��7<�

��B��.  ��d� !)RST(  0��� IJDK ���"�{ } ase −>=ℜ σ @�� ��7<�A  �B� �a    ! �+2�� @"d�

 : ��6��)(sX i�4��  =/��'b6� ��!�	�  �)  @+�� ��+7<�.     IJ+DK ���+"� 5�����+6�  ! 0=σ   �+)

�2 ����/ ��7<� .  ! K ���"� : ��6�� ���"� �� �� ���"� �� IJD'�  !�2.  

)R ST�(  
aj

jX
+

=+
ω

ω
1

)0(  

 �B� ���a    !�+L� �+� �� ���"� '%� ! �! !�L� IJDK ���"� �? �B� : �j 5��  ! �2�� �bj �� 'b6�

! ��). ���2 =(��7<� �E�) ;�?0=σ �2 ����M) .  
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  �� �� ���	�
��� ���� � ����� �� ��R

 ��d�)RSU:( �	� !�6, k�� ;�6,� '�"* ��d� �� ���.  

)R ST[(  )()( tuetx
at −−= −  

5�����6�  

)R STR(  dtedttueesX tasstat ∫∫ ∞−

+−
+∞

∞−

−− −=−−=
0

)()()(   

�� �  

)R ST^(  ( )
−∞→

+−−
+

=
t

tase
as

sX )(1
1

)(  

 ���� IJDK ���"� ;�2 ��7<� 0��� ��d� 5��  !{ } 0<+ℜ ase !�2A ��  

)R STf(  { } ase −<ℜ  

6�5�����  

)R ST�(  { } ase −<ℜ       
as

tue
at

+
→−− − 1

)( l  

 ��d� �! ��  ! IJDK ���"� 0�"L : �"W)RST( � )RSU (@�� 'Z� .    �+, 0��!�+	� �+��s  '+�    �+)���

     @+�� :��+b�� �6+2�� &!�+j : �+"W�! ;3 �� �6,  ��/�.     :��+l� #!��+�� ��� ��+d�  !s   G+���

{ } ase −>ℜ  5$�'�   :��l� #!���� a�! ��d�  ! � !�2s   G+���{ } ase −<ℜ   5+$�

'�  !�2.  

��67� IJDK ���"� ;!�� ��Z� 0��� 5�����6� ��A � : �"W �� #�JW ��� ��"L IJ+DK ���"�A   #!��+��

�!�, mM-� �) �  ;!�� ��7< .'���7<� �E�) #!���� 5�� ��n '�  �6��B �   �+��M� @+�JW�� ROC 

 #!�! X��<)'�  !�2.  5�����6�ROC  4� 0��!�	� ���2ωσ js +=    �+� �� ���+"� �F)3 0��� �, @��
tetx σ−)( @�� ��7<� . 9��� 5��� ��� ���"� IJDK)RST�( � )RST� ( ��67� P� �7)���<) P���

oJ��,  ���� � mM-�'�  �62��A : �"W �? �B� ;�? �� 'Z� 0�"L 0'�     �7<� �+E�) '+%� �6+2�� +�� '

IJDK ���"� �� @�� :��b�� .X��<) 9��6� p�  ROC  �Z2  !)RST (@�� #�2 #!�! X��<).  

  
 �Z2)RST( :a (ROC  ��d� �� \����)RST(  b (ROC ���� ��d� �� \)RSU(  

                                         
1 Region of Convergence 
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l�� �''s  �Z2  ! � @�� G��M� !�W P�)RST(A      ��b+j �+� G��+M� ��b+js
n  +<)  #�+2 #!�! X��

@�� .G��M� ��bj  !A { }seℜ  � '	��  ��� 0� }{smℑ      �+�/� 0!�+<W  �+�� 0�  '+�   !�+2 .

��B  ���A  ��� �! 5�� �� 'σ   ��� �ωj �) ��bB'�  !�2.   �Z+2  ! #! �/  �2�� �E�))RSTSa (

 ��bj  ! 'q�	) �W�<�� �7)���<)s      : �+"W �+F)3  ! �+, @+��)RST� (  @+�� ��+7<�.    8+*��  ! r+D

 �E�) �7)���<)'���7<� � ��d)RST (   �Z+2  ! #! �+/  �2�� �E�) � @��)RSTSb (  �+E�) '+���7<� 

 ��d�)RSU ( X��<) � '�  ��!.  

 ��d�)RS�:(�6, k��.  

)R SUg(  )()()( 2
tuetuetx

tt −− +=  

W@�� 56? IJDK ���"� 0�"L : �".  

  dtetuetuesX
sttt∫

+∞

∞−

−−− += )]()([)( 2  

)R SUT(  dttueedttuee
sttstt )()( 2 −

+∞

∞−

−
+∞

∞−

−− ∫∫ +=  

 ��� : �"W  ! �B�1−>s  a�! : �"W  ! �2−>s  ��4 ���) �� !�2 ����B �e)  !'�  
� .  

 )RSUU(  
2

1

1

1
)(

+
+

+
=

ss
sX  

 5$� 0���ROC  ;�?)(tx  s�<��   
���+/ ;�+-) �,  �.)�<� ;�? � @�� '		E '��<) 8��� �!

IJDK ���"�  ����D� !�!  5�����6� A@�� './)(sX   �� IJ+DK ���+"� s�<��    '��+<) 8+���� 4� P+�

@��. ��� : �"W IJDK ���"� A)(tue
t− IJDK ���"� a�! : �"W �)(2

tue
t−  @+�� .  ��+d� 4�)RST (

'�  ;���ROC 0��� �  ! �3 @��� 8���� 5�� 4� P� ��.  

)R SU�(  { } 1−>ℜ se        
1

1
)(

+
→−

s
tue

t l  

)R SU�(  { } 2−>ℜ se        
2

1
)(2

+
→−

s
tue

t l  

 4� 0��!�	� s�<�� 5�����6�{ }seℜ �"W @���7<� '��<) IJDK ���"� �F)3 i�4�� �,   �+�� 4� @+�� : 

���7<� 'E��) c��-�' Ht%� &��� �� �  

)R SU[(  { } 1−>ℜ se        
23

32
)(

2 ++

+
→

ss

s
tx

l  

;���� �, '��76� )(sX  : ��� � 
)(

)(
)(

sD

sN
tx =  A@2�)0��, ;3 ��u  ��bB'�  !�2. )(sX   # ��+<�

 �B� @�� 0��,)(tx � 4� './ 9,���2�� '		E '��<) 8���.  @<�*  ! ��    �+�! 
���+/ 0�+$� 0


��� �� 0LTI ��)��b�! :K!�$� ����� �, =./  mM-� @��v 9(��Q ��'�   8��� 0� �! �) �)�2

                                         
1 S-Plane 
2 Ratinal 
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  �� �� ���	�
��� ���� � ����� �� ��f

 ���"�)(sH �6��� 0��, : ���. �-�  �� 0)(sN ���bj � n  �+-�  �  �+� 0)(sD  9+.* �   �+�0u 

'� ���"� �6��)  
�   ! oK�<$� �ROC  mM-��) \�	) 5��'�  �2)�. oJd�    ��+d� 0��+�)RS� (  
+� 

ROC  �Z2 : ���)RSU (@��.  

  
 �Z2)RSU:(  � 9.* � �bj  �!�<)ROC  ��d� 0���)RS�(  

@�JW''×  @�JW � 9.* X��<) @FL''o  X��<) @FL�bj #�2 ����B  �Z� �)�.  

 ��d�)RS�:( �6, k�� . 

)R SU^(  )(
3

1
)(

3

4
)()( 2

tuetuettx
tt +−= −δ  

 IJDK ���"�)(tδ ��67� ���� IJDK ���"� � @�� �E�� 0���� ��  @��� 'B!���'�  ��3.  

5�����6�  

)R SUf(  { } 2>ℜ se              
2

1

3

1

1

1

3

4
1)(

−
+

+
−=

ss
sX  

 �E�)'���7<�  'E��) P� P� c��-� ��� 4�'���7<�  @���'�  ��3. ���7<� �E�) �, !�2 �L�� '

 8��� IJDK ���"����QA  ��bj a�<�s '�  �2��.  

�.��  )RSUf( � '�  5��� ;��� @2�) �) : �j.  

)R SU�(  { } 2>ℜ se           
)2)(1(

)1(
)(

2

−+

−
=

ss

s
sX   

 � 9.* � �bj 
� ROC  0���)(sX  �Z2 : ���)RS� ('�  �2��.  

i�4�� IJDK ���"� 
�bB �,  �.)�<� ωjs = �"� ;�<�@�� �� �� �� .   �+, '��+76�ROC   ���+2

  ���ωj  !�-)){ } 0=ℜ se  �E�) ��L'���7<� �2�") ( ��67+� �� �� ���"� : ��6��  !    !�+L�

! ��). � �, 0�7�! ��Z)9.* � ���bj ! ��  ! !�, # �2� ���� ;3 � @�� ��K�� �"��� 0�� .  �+, �)�7)�<�

 �Z2 4�)RS� ( 8*�� �.	) P�  ! �bj �! @���D'�   a�! �"��� �bj �F)3 �� �, !�2'�  �6��B.  

                                         
1 Zeroes 
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Z2� )RS�:(  �bj  �!�<)– 9.*  =(��7<� �E�) � �.�� )R SU�(  

 ! 9.* �! ��d� 5��  !1−=s � 2=s   '+%� 
� �!ROC        ��+* 9+.* 5��+�B �� @+��  @<+�  !

� ����B@� .IJDK ���"� 0��� �� � 0��, 09.* ��� ;�� 'Z�!�) \�"�  �+�  �ROC   � ! �! !�+L�

 ��! 
���/ o��$� �, 0 �.�'�  9.*  ;�Z� #���-� �� G	� ;��� �� ROC !�, mM-� � .  

���  ���� ��� !"��#$%& 
�� '����� (�#)  

AIJDK ���"� ���, Y��$� �, 
���! �"* @<�*  !   �+� x��E� �Z�� @�� 0�"L : �"W ���2 �F6� �)

 �E�) ;!�, mM-�'���7<�  �)! �! .��7<� �E�) �H @�� =j��/ �� �! =(  5+�� @/�62 ��  y��+/

'�   �E�) ;���'���7<�   0�+"L : �"W 5��)�! �� G	� � )(sX   5�+�)�! �    ! �+�  ! =H�+)� :�+WJq�

 �`2)(tx ! �3 @��� ;��4 #4�E  !. 
�! =�  ��* =� �� ! �� �  y��/ 5�� ;�6H� 
�.  
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@�� ) �Z2 ��)RS[ (�6, �L��.(  
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+�

'���7<� ���� �2��  
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